,»,Mit gutem Beispiel vorangehen® — zum Prinzip des beispielgebundenen
Zugangs zur Leitidee Daten und Zufall

MARKUS VOGEL, HEIDELBERG & ANDREAS EICHLER, KASSEL

Zusammenfassung: Beispiele sind im Mathematik-
unterricht allgegenwdrtig, iiber sie werden allgemei-
nere mathematische Einsichten bis in den Einzelfall
hinein konkretisiert. In einem datenbasierten Sto-
chastikunterricht ist die beispielhafte Konkretisie-
rung schon durch die Daten und ihren kontextuellen
Hintergrund genuin gegeben. In diesem Beitrag wer-
den anhand eines Unterrichtsvorschlags im Themen-
bereich Konfidenzintervalle didaktische Uberlegun-
gen zur Wertigkeit einfiihrender Beispiele angestellt,
Kriterien zur didaktischen Beurteilung ihrer unter-
richtlichen Gangbarkeit abgeleitet und reflektiert,
welche Zugdnge zur Leitidee Daten und Zufall durch
geeignete Beispiele erdffnet werden kénnen.

1 Vorweg

,»Mit gutem Beispiel vorangehen — das ist ein Mot-
to, das sich sprichwortlich in der Weisheit des Volks-
mundes niedergeschlagen hat. Mit dem, was damit
gemeint ist, lasst sich unserer Auffassung nach aber
auch ein didaktisches Prinzip umschreiben, mit dem
sich geeignete Einstiege in Themen und Leitideen
des Mathematikunterrichts charakterisieren lassen.
Daher greifen wir in diesem Beitrag fiir ein Heft von
Stochastik in der Schule darauf zuriick, bei dem die
Reflexion der zuriickliegenden 10 Jahre der Leitidee
Daten und Zufall im Vordergrund steht.

Um dem Anspruch dieses Mottos auch in der Struk-
tur dieses Beitrages gerecht zu werden, beginnen wir
nach dieser kurzen Einfiihrung direkt in Kapitel 2 mit
einer Beispielidee zur unterrichtlichen Umsetzung
des Themas Konfidenzintervall. Im anschlieBenden
Kapitel 3 stellen wir anhand des vorausgehenden
Beispiels drei Kriterien dar, die bei der Reflexion
von geeigneten Beispielen in der Unterrichtsplanung
und -auswertung hilfreich sein kdnnen. In Kapitel 4
erweitern wir den Fokus, in dem wir {iber das Leit-
beispiel dieses Beitrags hinausgehen, und darlegen,
welche Beispiele sich eignen, um im Rahmen eines
datenorientierten Stochastikunterrichts Zuginge zu
unterschiedlichen Arten von Datenanalysen (vgl.
Eichler, 2009; Eichler & Vogel, 2013) zu schaffen.
Die vorausgehenden Uberlegungen zur didaktischen
Bedeutsamkeit von Beispiclen werden abschlieBend
in den Zusammenhang der bildungstheoretischen Di-
daktik eingeordnet.

2 ,Warum sind die Fotos so grof?“

Neben verschiedenen anderen Einsichten in Fragen
der Gestaltung und Produktion einer Tageszeitung
lasst sich mit Blick auf Abbildung 1 unmittelbar die
Frage ableiten, wie hoch eigentlich der Textanteil in
einer Tageszeitung (oder einer Illustrierten) ist.

In einer offenen Aufgabe formuliert ldsst sich daraus
ein handlungsorientierter Unterrichtsgang rund um
die Themen Stichprobenziehung und Konfidenzin-
tervalle ableiten:

Bestimmen Sie iiber eine Stichprobenziehung
den Anteil, den der Text in der gesamten Zeitung
einnimmt.

Entwickeln Sie entsprechend eine Methode,
mit der Sie den Textanteil in einer ganzen
Zeitung schitzen. Vergleichen Sie mit dieser
Schitzmethode verschiedene Zeitschriften oder
Zeitungen.

Im Dialog

Warum sind die

Fotos so grof3?

Sehr geehrte Damen und Herren,

in letzter Zeit kommt es mir vor, als ob ich
eine ,Bilder-Zeitung” in der Hand habe und
nicht die seit langer Zeit abonnierte Tages-
zeitung StN. Glauben Sie wirklich, dass lhre
Leser dermafien grofdformatige Aufnahmen
sehen mdchten? Einen interessanten
Bericht zu lesen wire besser, meineich

und bin damit sicher nicht alleine.
Oderfehlt es da an Themen?

Frage von | sttt gart

Vollig richtig: An interessanten Themen
fehlt es nie. Nur wiirden die ohne Bebil-
derung kaum Leser finden. Lauter
Berichte ohne optische Anreize — das
wire eine unattraktive , Bleiwtiste“.
Lesen ist schlieBlich Arbeit, und diese
Arbeit sollte so verlockend wie méglich
erscheinen, zum Beispiel durch gute
Bilder. Schliefilich ist das Erste, was der
Leser auf einer Seite wahrnimmt, das
Foto. Die GriBe des Bildes signalisiert:
Dieses Thema hat Gewicht. Was jeweils
wichtig ist, da konnen die Meinungen
sicher mal auseinandergehen.
Ressortleiterin Gestaltung

Abb. 1: Leserbrief aus den Stuttgarter Nachrichten
vom 8.3.2014
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Hinter dem offenen Aufgabenformat (vgl. z. B. Her-
get, 2000; Biichter & Leuders, 2005, S. 88 ff.) steht
die Vorstellung, dass die Schiilerinnen und Schiiler
Gelegenheit erhalten, selbstdndig und reflektiert
mathematische Eigeninitiative zu entwickeln. Die-
ses Aufgabenformat, das insbesondere im Gefolge
einer Studie der Bund-Lénder-Kommission fiir Bil-
dungsplanung und Forschungsfoérderung (BLK) zur
Steigerung der Effizienz des mathematisch-naturwis-
senschaftlichen Unterrichts (BLK, 1997) in einem
Modul der Weiterentwicklung der Aufgabenkultur
im Fach Mathematik erh6hte Aufmerksamkeit gefun-
den hat, setzt freilich Vorerfahrungen auf Seiten von
Lehrkraft und Schiilerschaft voraus. Ist dies (noch)
nicht gegeben, konnen differenzierte Arbeitsprizi-
sierungen kurzfristig bei der konkreten unterrichtli-
chen Umsetzung und langfristig bei der sukzessiven
Etablierung einer entsprechenden Unterrichtskultur
helfen:

Arbeitsblock 1 (Stichprobenziehung) Bilden Sie
zur Bearbeitung Gruppen mit 3—4 Personen:

e Schiitzen Sie vor dem Offnen den Textanteil
in der gesamten Zeitung. Halten Sie Thre
Uberlegungen und Ihre resultierende
Schitzung fest.

e Ziehen Sie mittels eines Lochers eine zufillige
Stichprobe von vorab vereinbartem Umfang
und ermitteln Sie den Textanteil.

e Schitzen Sie, wie die Textanteile in den
iibrigen Gruppen und zusammengefasst fiir die
gesamte Gruppe aussehen werden. Begriinden
Sie!

e Dokumentieren Sie alle in der Gesamtgruppe
ermittelten Textanteile in Tabellen- und
Diagrammform. Welche Schlussfolgerungen
ziehen Sie?

In diesem ersten Arbeitsblock kdnnen die Schiilerin-
nen und Schiiler mit dem Locher die entscheidende
Frage einer Stichprobenziehung erarbeiten: Wie ist zu
gewihrleisten, dass die Stichprobe wirklich zufillig
und damit représentativ fiir die Zeitung wird? Wiir-
den beispielsweise nur die Zeitungsrander gelocht,
wird sicherlich eine systematische Datenverzerrung
zu erwarten sein, da die Réander nicht bedruckt sind.

In unserem Unterrichtsgang haben wir die Frage so
geldst gesehen, dass die einzelnen Doppelseiten der
untersuchten Zeitung zundchst zufillig durchmischt
wurden. Anschliefend wurde blind eine Doppelsei-
te gezogen, die anschlieBend ebenfalls zufillig, d. h.
nicht entlang der Zeitungskanten und auch nicht pa-

rallel bzw. orthogonal dazu, dreimal gefaltet wurde,
um anschlieBend gelocht zu werden. Nach dem Auf-
falten wurden die ausgestanzten Locher (auf beiden
Seiten) darauf hin ausgezahlt, ob durch das Loch ein
Buchstabe oder Buchstabenanteil ausgetanzt wurde
(bzgl. Uberschriften, Werbung oder sonstigen in-
haltlichen Kriterien wurde nicht unterschieden) oder
nicht (Abb. 2). AnschlieBend wurde die Seite in den
Stapel zurtickgelegt und die gesamte Prozedur vier-
mal wiederholt. Das Ergebnis wurde als eine Stich-
probenziehung gewertet.

Abb. 2: Beispiel fiir eine Stichprobenziehung zur
Bestimmung des Textanteils in einer Zeitung

Bei acht auf diese Art zustande gekommenen Stich-
proben ergaben sich dabei folgende Daten fiir eine
Ausgabe der Stuttgarter Zeitung vom 15.02.2014
(Angaben: Stichprobennummer: Anzahl der Locher
— Anzahl Textlocher — rel. Haufigkeit):

StP_01: 92-39-0,424 StP_02: 84-60-0,714
StP_03: 92-60-0,652 StP_04: 76-41-0,539
StP_05: 88-55-0,625 StP_06: 76-24-0,316
StP_07: 98-30-0,306 StP_08: 96-40-0,417

Bei Aggregierung der Daten ergibt sich bei einer An-
zahl von insgesamt 702 Lochern und einer Anzahl
von Lochern mit Textanteil von 349 eine relative
Haufigkeit von 0,497. Der aggregierten Stichprobe
werden die Schiilerinnen und Schiiler aufgrund des
grofleren Umfangs (unter Voraussetzung gleicher
Ziehungsmodalitdten) groferes Vertrauen schenken.
Allerdings stellt sich unserer Erfahrung nach ange-
sichts der Streuung, die sich in der Zusammenschau
der einzelnen Stichproben zeigt, auch den Schiilerin-
nen und Schiilern unmittelbar die Frage nach der Ver-
lasslichkeit dieser Zahlen und der darauf basierenden
Punktschéitzung. Damit schlieBt sich unmittelbar der
néichste Arbeitsschritt, die Entwicklung einer Schétz-
methode fiir die Intervallangabe eines Vertrauensbe-
reichs, schliissig an.




Arbeitsblock 2 (Schitzmethode entwickeln):

In diesem Arbeitsblock geht es darum, eine
Methode zu entwickeln, mit der ein Intervall
geschitzt werden kann, welches in durchschnittlich
95 % von 100 vergleichbaren Fillen einen zuvor
ermittelten relativen Textanteil enthélt.

e Was ist der Sinn eines solchen Intervalls,
welche Information gewinnt man dadurch?
Formulieren Sie mit eigenen Worten.

Bei der Bestimmung eines solchen Intervalls
soll mit dem Werkzeug der Binomialverteilung
gearbeitet werden.

e Vergegenwirtigen Sie sich die grundlegenden
Eigenschaften der Binomialverteilung.

e Verwenden Sie die Daten aus der Stichprobe
des Arbeitsblocks 1, um die Parameter einer
Binomialverteilung festzulegen. Interpretieren
die so festgelegte Binomialverteilung im
Zeitungskontext der Stichprobenziehung.

Benutzen Sie eine Simulationsdatei, um
den Wahrscheinlichkeitsparameter p der
Binomialverteilung gezielt zu variieren:

e Bestimmen Sie p so, dass nur noch 5 %
der Verteilung iiber dem Textanteil liegen.
Interpretieren Sie diesen p-Wert im Kontext.

e Bestimmen Sie p einmal so, dass nur noch
2,5 % der Verteilung iiber dem Textanteil
liegen (p,) und einmal so, dass 2,5 % der
Verteilung unter dem Textanteil liegen (p,).

e Interpretieren Sie das Intervall [p ; p ] in
mathematischer und in kontextueller Hinsicht.

Vergleichen Sie anschliefend das
Simulationsergebnis mit dem Formelergebnis fiir

ein Ndherungsintervall (Schulbuch).

Die im zweiten Arbeitsblock vorgeschlagene Zu-
gangsweise geht nicht den algorithmischen Weg iiber
die Vorgabe und Anwendung der Formel. Sie spiegelt
eine induktive Zugangsweise wider, bei der Schiile-
rinnen und Schiiler das ihnen zur Verfiigung stehen-
de mathematische Werkzeug der Binomialverteilung
mit den zugrundeliegenden mathematischen Mo-
dellvoraussetzungen in einem Sachkontext kritisch
reflektierend zur Anwendung bringen konnen. Die-
se Vorgehensweise folgt der Idee Vollraths (2003),
Funktionen zur UmwelterschlieBung (was die mathe-
matische Welt explizit einschlieBt) zu nutzen. Dazu
gehdren aufler der Losung selbst mathematische Be-
griindungen fiir die Vorgehensweise, z. B. die Legi-
timation mit der Binomialverteilung (Text vs. Nicht-
Text) zu arbeiten oder die Modellannahme, dass die

Stichproben durch die gleiche Ziehungsvorschrift zu-
stande gekommen sind und zumindest prinzipiell be-
liebig oft wiederholbar sind. Diese Vorgehensweise
folgt den Uberlegungen von Vehling (2011) und von
Eichler & Vogel (2011; 2012).

Mit einer entsprechenden Rechner-Datei (Fathom,
Excel, Geogebra oder TI-Nspire), die je nach Kennt-
nisstand der Klasse und der zur Verfiigung stehenden
Unterrichtszeit entweder durch die Schiilerinnen und
Schiiler selbst erstellt oder von der Lehrkraft vor-
gegeben wird, kann die Binomialverteilung fiir ein
95 %-Konfidenzintervall durch gezieltes Ausprobie-
ren mit einem Schieberegler fiir den Wahrscheinlich-
keitsparameter p so angepasst werden, bis

e nur noch 2,5 % der von der Binomialverteilung
eingeschlossenen Flache oberhalb des ermittel-
ten Textanteils /2 liegen (p,)

e nur noch 2,5 % der von der Binomialverteilung
eingeschlossenen Fldche unterhalb des ermittel-
ten Textanteils /2 liegen (p))

wobei p und p die Grenzen des Konfidenzintervalls
kennzeichnen.

Arbeitsblock 3 (Schatzmethode vertiefen):
e Legen Sie die Anteile p und p, symmetrisch

um den ermittelten Textanteil. Wie ldsst sich
dies mathematisch als sinnvoll rechtfertigen?

e Untersuchen Sie mit der Simulationsdatei

o den Einfluss unterschiedlicher
Konfidenzniveaus (z. B. 99 %, 95 %, 80 %)
bei gleichbleibender Stichprobengrofie und

o den Einfluss unterschiedlicher
Stichprobengrofien bei gleichbleibendem
Konfidenzniveau

auf die Intervallbreite: Was bedeutet dies fiir
den Informationsgehalt?

Interpretieren Sie Thr Arbeitsergebnis bezogen auf
die Frage nach dem Textanteil in der gesamten
Zeitung.

Formulieren Sie ein Fazit.

Wenn die Schiilerinnen und Schiiler Erfahrungen mit
der Entwicklung der Schétzmethode gesammelt ha-
ben, dann kann man im Sinne einer effizienteren Vor-
gehensweise noch einen Schritt weiter gehen.

Da fiir hinreichend grofles n die Verteilungen na-
hezu symmetrisch sind, konnen die Grenzen p,
und p, per Konvention auch symmetrisch um den
empirisch ermittelten Textanteil %, gelegt wer-
den. Das Konfidenzintervall ergibt sich dann zu:
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h,=(h,—p); h,*(h,—p)l =1[p,; 2-h,—p,] Auf
diese Weise ldsst sich die Bestimmung des Konfi-
denzintervalls mit nur einem Schieberegler fiir p in
einem Vorgang erledigen.

Im vorliegenden Fall der oben genannten Daten er-
gibt sich so das ermittelte, in Abbildung 3 gezeigte
Konfidenzintervall von [0,460; 0,534] fiir den rela-
tiven Textanteil 2, = 0,497. Es zeigt sich, dass in ca.
4,9 % von 100 vergleichbaren Féllen die unbekannte
wahre Wahrscheinlichkeit auBlerhalb des Intervalls
liegen wiirde. Die Interpretation dieses Sachverhalts
ist ebenso Aufgabe fiir die Schiilerinnen und Schiiler
wie die Bestimmung des Konfidenzintervalls selbst.

Treffer Gesamt rel. H.
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Abb. 3: Rechnergestitzte Bestimmung eines Kon-
fidenzintervalls

Wenn man von der anndhernd symmetrischen Ver-
teilung einer binomialverteilten Zufallsgrofle ausge-
hen kann (als Faustformel gilt dies bei einer Varianz
ViX)=n-p-(1—-p)>9), lassen sich die bekannten
Sigma-Regeln fiir die Normalverteilung als Abschit-
zung fiir die Binomialverteilung nutzen. Als Néhe-
rungsintervalle ergeben sich:

196«/h 1-h
( oder i, i—

h,x i

(da die Wurzel im Zahler mit 0 </ <1 maximal den
Wert 0,5 annimmt, was bei Multiplikation mit dem
Faktor 1,96 nach oben abgeschétzt zu einem Zahlerwert
von 1 fiihrt). Das Konfidenzintervall ergibt sich als Lo-
sung einer (umsténdlich zu 16senden) Ungleichung

1,96p(1 —p)
p-h|<s——G5G

Wenn sich die Schiilerinnen und Schiiler im vorlie-
genden Fall der Miihe unterzichen, das Konfidenz-
intervall tiber die Losung dieser Ungleichung zu er-
mitteln, werden sie feststellen, dass Naherung und
exakte Berechnung bis auf drei Nachkommastellen
iibereinstimmen.

Neben dieser Feststellung ist aber in didaktischer
Hinsicht insbesondere wichtig, dass die Schiilerinnen
und Schiiler mit der Rechner-Datei die Moglichkeit
haben, den Einfluss unterschiedlicher Konfidenzni-
veaus und unterschiedlicher Stichprobengréfen auf
Intervallbreite und Informationsgehalt zu untersu-
chen, um so die Grundidee eines Konfidenzintervalls
besser verstehen zu lernen:

e VergroBern sie das Konfidenzniveau auf 99 %,
vergroBert sich auch das Konfidenzintervall auf
[0,448; 0,546].

e Bei der Betrachtung einer kleineren Stichprobe
(etwa StP 01 anstelle der aggregierten Stich-
probe) ergibt sich bei gleichbleibendem Konfi-
denzniveau von 95 % ebenfalls ein vergroBertes
Konfidenzintervall von [0,323; 0,525].

Aus weiteren Versuchen des systematischen Probie-
rens werden die Schiilerinnen und Schiiler zum einen
feststellen konnen, dass bei Erhohung des Konfi-
denzniveaus das Konfidenzintervall (bei gleichblei-
bender Stichprobengrofle) groBer wird, dafiir aber
der Informationsgehalt sinkt. Andererseits wird das
Konfidenzintervall bei Erhohung der Stichproben-
grofle (unter Voraussetzung gleicher Modalitédten der
Stichprobenziehung und gleichbleibendem Konfi-
denzniveau) kleiner, der Informationsgehalt steigt.
Im Kontext des Zeitungsbeispiels heilit dies, dass
man die Stichprobe erhdhen (Anzahl der Lochungen)
oder das Konfidenzniveau (z. B. 90 % oder 80 %)
senken muss, um ein kleineres Konfidenzintervall
zu erhalten und dadurch den Informationsgehalt zu
erh6hen. Bei der Erhohung der Stichprobe kann man
sich allerdings die Erhdhung des Informationsgehalts
nur durch erhebliche Anstrengung erkaufen, da der
Faktor m, mit dem man die Stichprobe erhéht nur mit
der Wurzel (Nm) in die Verkleinerung des Konfidenz-
intervalls eingeht.

Arbeitsblock 4 (Schitzmethode anwenden):

e Wenden Sie die erarbeitete Schiatzmethode fiir
den Textanteil in einer anderen Zeitschrift und/
oder eine Zeitung an.

e Vergleichen Sie die verschiedenen
Schétzungen. Welche Schlussfolgerungen
lassen sich ziehen?




Beim Vergleich sollten sich beispielsweise bildlasti-
ge Illustrierten und textlastige Zeitungen voneinander
unterscheiden lassen. Bei einer Stichprobenziehung
aus einer Bildillustrierten, die entsprechend der Vor-
gehensweise im Arbeitsblock 1 vorgenommen wurde
ergab sich folgender Datensatz fiir eine Januarausga-
be der Bildillustrierten View im Jahr 2014 (Angaben:
Stichprobennummer: Anzahl der Locher — Anzahl
Textlocher — rel. Haufigkeit):

StP_01: 86-8-0,093 StP_02: 92-11-0,120
StP_03: 96-5-0,052 StP_04: 96-26-0,271
StP_05: 92-4-0,043 StP_06: 84-8-0,095

StP_07: 90-0-0,000 StP_08: 86-12-0,140

Daraus ergibt sich fiir die entsprechend aggregierte
Stichprobe von 74 Textlochern (bei einer Gesamt-
zahl von 722 Lochern und einem relativen Anteil von
0,102 ein Konfidenzintervall von [0,08; 0,125] fiir
den relativen Textanteil. Interpretieren die Schiile-
rinnen und Schiiler diese Ergebnisse auf dem Hinter-
grund der einfithrenden Leseranfrage, lésst sich fest-
halten, dass die gedruckte Informationsweitergabe
verschiedenen Bewertungskriterien unterliegt. Der
Ausdruck ,,Blei-Wiiste* zeigt, dass der angemessene
Anteil einer Bebilderung den Fluss und die Motiva-
tion des Lesevorgangs unterstiitzen soll. Die fiir die
Tageszeitung und Bildillustrierten ermittelten Werte
scheinen in ihrer Grofenordnung durchaus glaubhaft
(was sich auch durch entsprechende Nachfragen bei
den Verlagen bestitigt). So legitimiert sich die ma-
thematische Zugangsweise auch im Hinblick auf
die nachtrigliche Bestdtigung aus der ,,Real-Welt*.
Dieser Umstand birgt in didaktischer Hinsicht grof3es
Potential, die Relevanz und Belastbarkeit des eige-
nen mathematischen Tuns fiir die Schiilerinnen und
Schiiler erfahrbar werden zu lassen. So kann in péada-
gogischer Hinsicht ein Beitrag dazu geleistet werden,
das Zutrauen der Schiilerinnen und Schiiler in die ei-
genen mathematischen Féhigkeiten zu starken.

3 Kiriterien zur Beurteilung und
Generierung von Beispielen

Beispiele stehen als musterhafter Einzelfall fiir etwas
Allgemeineres dahinter und weisen (im Idealfall)
prototypisch auf den oder zumindest einen wesent-
lichen Aspekt dessen hin, worum es im Kern gehen
soll. Im Zusammenhang von Fragen des Lehren und
Lernens wusste bereits Seneca liber das Potential von
Beispielen festzuhalten: ,,longum iter est per prae-
cepta, breve et efficax per exempla.” [,,Durch Leh-
ren ist der Weg lang, durch Beispiele ist er kurz und
wirksam.“, Ubersetzung der Autoren] Hinter dieser
Auffassung steckt die Einsicht bzw. die Erfahrung,

dass das hinter einem Beispiel stehende Allgemeine-
re in inhaltlicher Hinsicht umfassender und in struk-
tureller Hinsicht tiefer und dichter vernetzt ist und
eine grofere Abstraktion zuldsst. Es erschlieBt sich
dem Experten, der bereits kundig ist und der sich ein
abstraktes Bild des Allgemeineren aus einer Vielzahl
vorausgegangener (in der konkreten Erinnerung ver-
mutlich meist ,,gesunkener*) Beispiele synthetisieren
kann — es ist fiir den Experten gewissermal3en kon-
kret genug geworden. Novizen sind demgegentiiber
auf konkrete Beispiele angewiesen, die ihnen aus
ihrer bisherigen Denk- und Erfahrungswelt heraus
einen konkreten Zugang zu den hinter den Beispielen
stehenden allgemeineren Ideen erdftnen.

An dem einfiihrenden Beispiel des ,,Zeitungslochens*
als handlungsorientierte unterrichtliche Umsetzung
zum Thema Stichprobenziehung und Konfidenzin-
tervall lassen sich didaktische Kriterien festmachen,
die bei der Gestaltung und Beurteilung beispielge-
bundener Zuginge relevant sind:

Schiilerwelt-Bezug:

Entsprechende Beispiele sollten den Schiilerinnen
und Schiilern einen moglichst unmittelbaren und kon-
kreten, im wortlichen Sinn ,,greifbaren* Zugang zur
zentralen Fragestellung erdffnen. Inhaltlich stellen
solche Beispielaufgaben, die Freudenthals paradig-
matischen Grundgedanken von ,,Beziehungshaltig-
keit” (Freudenthal, 1973, S. 75 ff.) folgen, Problem-
stellungen dar, die den Schiilerinnen und Schiilern
Lerngelegenheiten bieten sollen, ,,Phdnomene ihrer
natiirlichen, technischen, geistigen und sozialen Um-
welt“ (Klieme, Neubrand, & Lidtke, 2001, S. 142)
zu erschlieB3en.

Wenn in diesem Zusammenhang von Problemauthen-
tizitdt gesprochen wird, ist damit weder gemeint, dass
nur wirkliche Probleme der natiirlichen, technischen
und gesellschaftlichen Umwelt den Schiilerinnen und
Schiilern zur Bearbeitung vorgesetzt werden diirften.
Dies miisste schon allein an der Tatsache scheitern,
dass die meisten Probleme mit diesem Anspruch fiir
die unterrichtliche Aufbereitung schlicht zu komplex
und zu zeitaufwindig wiren (gleichwohl gibt es ge-
eignete Beispiele, die dann auch Eingang in den Un-
terricht finden sollten, vgl. Abschnitt 4). Auch eine in
der Unterrichtspraxis immer wieder zu beobachtende
motivationale ,,Anbiederung“ an die vermeintliche
Erlebnis- und Erfahrungswelt der Schiilerinnen und
Schiiler durch entsprechend kontextuell adaptierte
Beispiele funktioniert in der Regel nicht, ohnehin
nicht fiir alle Schiilerinnen und Schiiler einer Klas-
se. Es geht schlicht um die unmittelbare intellektu-
elle Fassbarkeit der dem Beispiel zugrundeliegenden
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Idee: Im Textlochen-Beispiel wird ein Unterrichts-
praktiker zweifellos davon ausgehen, dass Schiile-
rinnen und Schiiler der gymnasialen Oberstufe in der
Lage sind, die Idee der Stichprobenziehung hinter
dem Beispiel zu sehen. Eine erste Schitzung ist nicht
nur in statistischer Hinsicht wichtig, sie liefert auch
in didaktischer Hinsicht das Motiv zur Uberpriifung,
sie 10st das fragende Interesse aus. Die praktische
Zugangsmoglichkeit der verwendeten Materialien
(Locher, Zeitung und Rechner), kann dann bei allen
Folgeschritten der Datenerhebung (Lochen als Stich-
probenziehung), -aufbereitung (von der Punktschit-
zung zur Intervallschdtzung) und -bewertung (In-
terpretation und Vergleich mit der vorausgehenden
Schétzung) immer wieder eine praktische Referenz
liefern: Einen ,,sicheren Hafen* als Riickzugsmog-
lichkeit ins Konkrete, wenn die theoretischen Uber-
legungen schwer werden. Dennoch konnen auch
Beispiele, die bewusst fiir den Unterricht in einen fiir
Schiilerinnen und Schiiler fassbaren Kontext gesetzt
werden, durchaus Parallelitit zu realen Beispielen
aufweisen: Genauso, wie eine beliebige Eigenschaft
etwa der Deutschen Bevdlkerung prinzipiell bekannt
sein kann, ist auch der Textanteil einer Zeitung be-
kannt. Da aber die exakte Erhebung praktisch nicht
mdglich scheint, behilft man sich mit einer moglichst
gut konstruierten Stichprobe, um den wahren Anteil
abzuschétzen.

Mathematik-Bezug:

In mathematischer Hinsicht ist von Bedeutsamkeit,
dass das mathematische Konzept oder Verfahren, das
zu erlernen im Beispiel angebahnt werden soll, sich
in der Modellierung des Beispielkontextes im Kern
abbilden und glaubhaft rechtfertigen lasst. So liegt
bereits der Auswahl einer konkreten Tageszeitung,
deren Seiten gelocht werden, die Annahme zugrunde,
dass diese reprisentativ fiir die Grundgesamtheit al-
ler dieser Tageszeitungen ist (zumindest fiir die Jahr-
ginge, die dem gleichen layouttechnischen Verfahren
unterworfen sind). Zudem wird dem Vorgang des Lo-
chens als zufilliger Zichungsvorgang interpretiert im-
plizit unterstellt, unendlich oft wiederholbar zu sein.
Darin steckt die Annahme und Begriindung fiir die
Beurteilung der Stichprobe als représentativ fiir die
Grundgesamtheit gelten zu konnen. Dabei wird mit
dem Mal3 der Anzahl von ausgestanzten Kreisflaichen
gemessen, auch dies eine modellierungstechnische
Entscheidung, zu der es durchaus Alternativen gibt.
Dem Lochungsverfahren liegen folgende mathema-
tische Uberlegungen zugrunde: Das n-Tupel von Zu-
fallsgroBen (X, X,, ..., X ) beschreibt die mathema-
tische Stichprobe vom Umfang n, die Zufallsgrofle

X, beschreibt die zuféllige Merkmalsauspragung des
i-ten Loches. Es wird die Annahme zugrunde gelegt,
dass alle X der gleichen Ziehungsvorschrift unter-
liegen und somit die gleiche Verteilung F, besitzen.
Eine konkrete Stichprobe (x, x,, ..., x ) mit x, als
Merkmalsauspriagung des i-ten Loches (1 fiir Text,
0 fiir kein Text) ist eine empirische Realisierung der
mathematischen Stichprobe, also z. B. im Fall von
der o.g. StP_01 bei der Bildillustrierten View ein
86er Tupel von Nullen und Einsen mit insgesamt 8
Einsen.

Mathematische Uberlegungen dieser Art werden im
Allgemeinen nicht mit den Schiilerinnen und Schii-
lern im Vorhinein diskutiert werden (konnen), ohne-
hin nicht bei einer beispielgebundenen induktiven
Zugangsweise zu einem mathematischen Konzept,
wie hier im oben geschilderten Zugang zum Konfi-
denzintervall iiber die Grenzbetrachtungen entspre-
chend iiberlappender Binomialverteilungen im Zei-
tungsbeispiel. Die Lehrkraft muss sich aber im Klaren
iiber den mathematischen Hintergrund des gewéhlten
Zugangsbeispiels sein, um beurteilen zu konnen, ob
sich die von den Schiilerinnen und Schiilern zu leis-
tende Modellierung mathematisch rechtfertigen l4sst
und auf eine addquate mathematische Begrifflichkeit
fithren kann.

Unterrichtspraktische Umsetzung:

Dieser Aspekt ist ganz von der Pragmatik unterricht-
licher Umsetzbarkeit gepréigt: Die schonste, schiiler-
nahste und mathematisch gehaltvollste Beispielidee
niitzt nichts, wenn sie sich nicht mit einem angemes-
senen Aufwand an zeitlichen und séchlichen Ressour-
cen im Unterricht realisieren ldsst. Unterrichtsprakti-
ker, die sich dem engen schulischen Zeitkorsett vor
Ort ausgesetzt sehen, haben einen Begriff flir diesen
Umstand: Feiertagsstunden. Es mag in gewisser Wei-
se das Schicksal eines datenorientierten Stochastik-
unterrichts sein, einerseits zwar durch die Daten ver-
mittelt authentische und gehaltvolle Modellierungs-
aktivitdten initiieren zu kdnnen (dies sind tatsdchlich
Feiertagsstunden in bestem Sinne) wie dies kaum in
anderen Bereichen der Mathematik moglich ist, ande-
rerseits dies aber mit einem erhdhten unterrichtlichen
Zeitbedarf — etwa gegeniiber einer kalkiilorientierten
unterrichtlichen Abhandlung der kombinatorischen
Grundfiguren — zu bezahlen (zumindest in der haufig
gedullerten Wahrnehmung betreffender Lehrkrifte).
Umso wichtiger ist, dass sich der materielle Aufwand
in liberschaubaren Grenzen hilt und auch der oftmals
als vermeintlich unmathematisch betrachtete Teil, die
Datenerhebung (so denn eine geplant oder vonndten
ist) nicht zuviel Zeit in Anspruch nimmt.
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Im vorliegenden Beispiel des Zeitungslochens sind
beide Kriterien, sparsamer sdchlicher und zeitlicher
Ressourcenverbrauch, gegeben: Locher gibt es ge-
niigend in jeder Schule, Zeitungen oder Illustrier-
ten sind problemlos zu beschaffen (hier kdnnen die
Schiilerinnen und Schiiler eigene, fiir sie interessante
Zeitschriften mitbringen) und die Datenerhebung ist
rasch gemacht. Nach unseren Erfahrungen ist bei Vor-
gabe geeigneter Rechner-Dateien und Arbeitsblétter!
die unterrichtliche Umsetzung mitsamt der Datener-
hebung in einer Doppelstunde machbar, was freilich
nicht heiflen soll, dass damit das Thema Konfidenz-
intervalle abschlieBend behandelt worden wire.

Es mogen sicherlich noch weitere und individuellere
Faktoren der Unterrichtsplanung bei der didaktischen
Bewertung eines beispielgebundenen Zugangs eine
Rolle spielen: Wir haben an dieser Stelle diejenigen
herausgehoben, die sich aus der strukturellen Zusam-
menschau verschiedener didaktischer Modelle (etwa
der bildungstheoretischen Didaktik nach Klafki, 1957
oder der lehrtheoretischen Didaktik nach Schulz,
1970) unseres Erachtens am unmittelbarsten ergeben.

4 Beispiele schaffen Zugange

Allgemein bezogen auf den Mathematikunterricht
erfolgt ein solcher beispielbezogener Zugang in der
Regel iiber das eingesetzte Aufgabenmaterial. In
den Jahren seit den ersten Verdffentlichungen von
TIMSS und PISA wurde viel an mathematikdidakti-
scher Entwicklungs- und Forschungsarbeit in diesem
Bereich geleistet (vgl. z. B. Herget, 2000; Biichter &
Leuders, 2005; Bruder, Leuders & Biichter, 2008).
Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass Aus-
gangspunkt und paradigmatische Ausrichtung der
Bemiihungen um gute Aufgaben ein guter Unterricht
ist (vgl. Leuders, 2001, S. 94 ff.) und solche Aufga-
ben, entsprechend unterrichtlich ein- bzw. umgesetzt,
aktiv-entdeckendes Lernen ermoglichen, ein stimmi-
ges Bild von Mathematik und ihren Anwendungen
zeichnen, konkurrierende Losungsansitze zulassen
und Erfahrungen fiir mathematische Begriffsbildun-
gen bieten (vgl. BLK, 1997, S. 14 {f; Biichter & Leu-
ders, 2005, S. 13).

In spezifischem Fokus auf einen datenorientierten
Stochastikunterricht stehen insbesondere Modellie-
rungsbeispiele im Mittelpunkt des Interesses: Daten
sind als Kontextzahlen immer mit einem situativen
Problemhintergrund verbunden, zu dem die Daten
quantifizierende Informationen bereit stellen. In di-
daktischer Hinsicht lassen sich entsprechende Bei-
spielaufgaben unterscheiden (vgl. Eichler & Vogel,
2013, S. 140 ft):

Beispiele zur ,,realen Realitiit*, bei deren Bearbei-
tung die Schiilerinnen und Schiiler in die Lage ver-
setzt werden zu erfahren, dass sie mit den ihnen zur
Verfligung stehenden mathematischen Mitteln echte
(im Sinne von nicht von vorneherein fiir den Unter-
richt konstruierten) Fragen der sie umgebenden tech-
nischen, sozialen und natiirlichen Umwelt zumindest
ein Stiick weit beantworten konnen. Hierzu zihlen
etwa gesellschaftspolitische Fragen, wie z. B. die mit
dem Arzteprotest verbundenen politischen Diskussi-
onen, ob Arzte in Deutschland zu viel oder zu wenig
verdienen (vgl. Eichler & Vogel, 2013; S. 41 {f.). Bei-
spiele aus diesem Bereich dienen der rekonstruktiven
Datenanalyse (ibid., S. 140), durch die die Schiilerin-
nen und Schiiler erfahren sollen, mit welchen stochas-
tischen Mitteln in der Realitdt argumentiert werden
kann bzw. auch tatséchlich wird. Beispiele der rekon-
struktiven Datenanalyse sollen unmittelbar dem Ziel
dienen, die Schiilerinnen und Schiiler zu einer kriti-
schen und miindigen Teilhabe am Leben einer demo-
kratischen aufgeklarten Gesellschaft zu befdhigen.

Beispiele zu konstruierten realen Situationen be-
ziehen sich nicht auf die ,,groflen Fragen der Gesell-
schaft”, sondern auf ,kleinere®, durchaus auch kiinst-
lich generierte, aber dennoch reale Phinomene. Hier-
bei kann es sich um Fragen handeln, die fiir die Schii-
lerinnen und Schiiler unmittelbar von Belang sind (vor
dem Computer verbrachte Zeit, vgl. Eichler, 2009),
aber auch um Analysen von im Internet erhéltlichen
Daten zu Sportgeschehnissen wie z. B. Skispringen
(Eichler & Vogel, 2013, S. 89 ff.), Fragen nach der
Sicherheitsgrenze fiir einen Nicht-Abstieg aus der
Fussball-Bundesliga (ibid., S. 48 ff.) oder Fragen der
physikalischen UmwelterschlieBung, wie z. B. die
kritische Betrachtung verfiigbarer meteorologischer
Daten (ibid., S. 21 ftf.), der Frage nach der Schallge-
schwindigkeit (ibid., S. 103 ff.) oder dem weltweiten
CO,-Anstieg (ibid., S. 107 ff.). Aber auch bei der Ar-
beit mit ,,Mickey-Mouse*“-Daten (vgl. Engel, 2007,
S. 16), welche nicht unmittelbar die Eigenschaften
der Schiilerinnen und Schiiler betreffen und auch in-
haltlich (in der Regel) nicht weiter ernst zu nehmen
sind, wie z. B. der Sprungweitenvergleich von grofen
und kleinen Papierfroschen (Eichler & Vogel, 2013,
S. 7 ff.) oder die Frage nach der Farbverteilung von
Schokolinsen (Engel & Vogel, 2005; Eichler & Vogel,
2013, S. 31 ff.), kdnnen die Schiilerinnen und Schii-
ler den gesamten Modellierungskreislauf in Form
einer datenanalytischen Modellierung (Eichler & Vo-
gel, 2013a) durchlaufen: Problemstellung — Planung
und Durchfiihrung der Datenerhebung — Auswertung
— Interpretation und Schlussfolgerungen (vgl. Biehler
& Hartung, 2006, S. 53).
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Beispiele zur Analyse konstruierter Daten dienen
dazu, die Reichweite und Grenzen statistischer Be-
griffe und Methoden fiir die Schiilerinnen und Schii-
ler erfahrbar werden zu lassen. Die Daten sind in die-
sem Fall fiktiv und offensichtlich, auch fiir die Schii-
lerinnen und Schiiler, gezielt so konstruiert, dass ma-
thematische Eigenschaften wie z. B. der Robustheit
des Medians (gegeniiber dem arithmetischen Mittel)
anhand von sechs fiktiven Arzteeinkommensdaten
(Eichler & Vogel, 2013, S. 43) oder unterschiedli-
che mathematische Konzepte zur Beschreibung einer
,Mitte* anhand von konstruierten Firmengehéltern
(ibid., S. 45 f.) deutlich heraustreten. Hier wird der
situative Problemhintergrund in seiner Bedeutsam-
keit bewusst soweit reduziert, dass lediglich ein in-
haltlicher Rahmen fiir die fokussierte Betrachtung
statistischer Begriffe und Methoden verbleibt.

Im Hinblick auf die didaktische Verortung im Unter-
richtsgeschehen steht bei der unterrichtlichen Analy-
se konstruierter Daten der Zugang zum sachverstin-
digen mathematischen Werkzeuggebrauch im Vor-
dergrund der unterrichtlichen Bemiihungen. Dagegen
eignen sich die ersten beiden Beispieltypen eher, um
thematische Zuginge im Sinne eines anwendungs-
bezogenen Mathematikunterrichts zu schaffen: Bei
Beispielen zur ,,realen Realitat™ und zu konstruierten
realen Situationen steht der realweltliche Erkenntnis-
gewinn im Mittelpunkt des unterrichtlichen Interes-
ses. Die Schiilerinnen und Schiiler wenden anhand
ausgewdhlter Beispiele statistische Arbeitsweisen
und Verfahren an, um erkldrende oder zumindest er-
hellende Antworten auf eine kontextuelle Ausgangs-
frage zu erhalten.

5 Allesneu...?

Uber die Eignung der Beispiele hat die Lehrkraft
nach verschiedenen Kriterien zu entscheiden. Die in
Abschnitt 3 genannten Kriterien sind aus einer unter-
richtspraktischen Sichtweise heraus entwickelt dar-
gestellt. Das theoretische Fundament dazu lésst sich
unserer Auffassung nach tiberzeugend im Prinzip des
Exemplarischen der bildungstheoretischen Didaktik
(z. B. Klafki, 1957) verorten: Als exemplarisch ist
nicht das Beispiel zu bezeichnen, das lediglich unter
dem Kriterium der Vermeidung von Stofffiille ge-
wihlt wird. Bildend im bildungstheoretischen Sinn
sind Beispiele dann, wenn sie ,,elementar im Hin-
blick auf die Sache (im Besonderen ein Allgemeines
zeigen) und wenn sie fundamental im Hinblick auf
die Schiiler (Grunderfahrungen und grundlegende
Einsichten vermitteln)“ (Jank & Meyer, 1991, S. 146)
sind, als padagogisch-exemplarisch konnen sie dann
bezeichnet werden, wenn ,,sie Fundamentales oder

Elementares aufzuschlieBen vermogen™ (Klafki,
1961, S. 191). Die Zitate und die genannten Quellen
zeigen, dass diese Einsichten nicht neu, sondern im
Gegenteil einer langeren Tradition bildungstheoreti-
scher Uberlegungen folgen und gerade deshalb lohnt
es sich, dies im aktuellen Diskurs der heutigen, zu-
weilen sehr ,,bildungsmetrischen* Zeit wieder einmal
in Erinnerung zu rufen.

Anmerkung

1  Entsprechende Arbeitsblitter und Rechner-Dateien
konnen von den Autoren fiir rein unterrichtliche Zwe-
cke bezogen werden.
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